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Elements de Fourier pour les structures
axisymeétriqgues

Résumé

Les éléments de Fourier sont destinés a calculer la réponse de structure a géométrie axisymétrique sollicitées
par des chargements non axisymétriques décomposés en séries de Fourier.

On expose dans ce document une théorie générale d’Analyse de Fourier avec couplage des modes symétriques
et antisymétriqgues dans le cas anisotrope. Le cas des matériaux isotropes, ou orthotropes d'axe Oz, ou les
modes sont découplés, est étudié a part.

Les éléments de Fourier sont utilisables dans le Code_Aster a partir de la modélisation AXI S_FOURI ER. Les
mailles supports de ces éléments sont des triangles et quadrangles de degré 1 et 2.
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Introduction

L’'analyse de Fourier est destinée a calculer la réponse de structures a géométries axisymétriques
soumises a des chargements non axisymétriqgues. Dans ce cas, il est nécessaire de développer les
chargements en séries de Fourier. Généralement la convergence est atteinte pour 4 ou 5 harmoniques,
mais la rapidité de cette convergence dépend de la nature du chargement : plus le chargement est
régulier et plus la série correspondante converge rapidement. Le cas le plus défavorable est celui d’'une
force concentrée pour laquelle la pratique montre gu'il faut aller au dela (au moins 7 harmoniques).

Dans le Code_Aster, la décomposition du chargement en séries de Fourier est supposée avoir été faite
au préalable par l'utilisateur. Le Code_Aster permet de calculer les réponses a ce chargement,
harmonique par harmonique (modélisation AXI S_FOURI ER), et globalement aprés recombinaison des
harmoniques entre elles (opérateurs COVB_CHAM NOet COVB_CHAM ELEM.

On exposera dans un premier chapitre le cadre général de I'anisotropie, en insistant sur le découplage
des modes dans le cas orthotrope. Le deuxieme chapitre explicite le calcul de la matrice de rigidité
dans le cas isotrope.

Pour ['utilisation des éléments de Fourier dans le Code_Aster, on renvoie a la notice d'utilisation de la
modélisation Fourier [U1.01.07].

Analyse de Fourier anisotrope

Théorie générale

Tous les champs considérés (forces, déplacements, déformations, contraintes) sont exprimés en
coordonnées cylindriques avec la convention suivante sur I'ordre des composantes :

1 composante radiale suivant r
2 composante axiale suivant z
3 composante tangentielle suivant 6

Exemple : (uy, U, Ug), (f;, Tz, fo)

Az

\ 4

Le maillage est localisé dans le plan (r, z), la symétrie de révolution se faisant autour de I'axe Oz. Le
triedre (r, z, 6) est orienté dans le sens direct.
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On décompose le déplacement U (ou le chargement f) suivant u = u® +u? oo u® (resp. ua)

désigne la partie symétrique (resp. antisymétrique) du développement en série de Fourier de U par
rapport a la variable 6.

On obtient :
(o)
uy = > up(r,z)coslé
i=0

partie symétrique us

u; = vi(r,z)cosl@

u§ = gw,S (r,z)(-sinl6)

MO OoQod

U
uf =3 ui(r,z)sinlé O
1=0 H

ud = Zv,a (r,z)sinl6 Bpartie antisymétrique u®
o U
ug = ZW,""(r,z)cosIGE

A noter le choix du signe — pour ug, qui permet de simplifier les calculs ultérieurs. Si on note

U; = us,vs,WS resp.U"’l la |—iéme composante symétrique (resp. antisymétrique) du
| 1Vl | | p Y q p Yy q
développement en série de Fourier de U, on obtient :

U % 0o O
O . 0 0

coslo Ui +0 sinl@ S éq 2.1-1
H H H A
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Si I'on désigne par € le vecteur déformation linéarisé, on s’apercoit que € peut étre décomposé en
série de Fourier suivant :

2roslOly 04, O, BinlOl, 04 0O,
€= 2070, [Zsinlal,cf TH 0, coslol,f] €q2.1-2
avec & ={£rv£zv£91yrz’ Yro %9}
g =BV} el =BV
avec (voir [bib1]) :
0
Ea? 0 0 &
U
[0 i (O
O o O
o, _lD
gs = o r O
g2 8
TS 2af
O -
Or or rU
DO l i U
H r o H

Ona Bf’1 = B,s Ol (ceci est d0 au choix du développement symétrique de U en (cos, cos, —sin) au lieu
de (cos, cos, sin)). On omettra a partir de maintenant les indices a et S et on notera By I'opérateur
permettant de calculer les déformations correspondant & I'harmonique | .

2.2 Couplage et découplage des modes symétriqgues et antisymétriques

En reprenant les notations précédentes, on a :
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ce qui s'écrit, en introduisant des matrices M)’ et M
=S (Mpup + Mpu)
I
u = |\/||SU|s + '\/||an11

Onen déduitque: & = Mg + M7 &l

[cosl@| 0 0
avec M'T =0 4 ] 4.2 (]
0O 0z4 —-sinl@1,0
3inlo 1, 04, O

E 054 cosl@lzg

a _

Calcul de I’énergie de déformation

21

= [['&Dgdsde avec ds = rdrdz

21

T
= IdBItE,StM',S DM} s,sds+jdejtqatM'? DM gids
0 S

2

+J’dej ‘M2 DM} £|sds+J'd9J't£|StM'f DM gids

e oy < B0 s 0 DDQ;_LP;,.DECQS_'P_'A_L ________
Puisque | = H | HH{ .| D HH i H

wf o= PG ol - Dilsnof ]
'D;(coslB)” | —D,sinl8 cosl@

et que Isin|9C05|9d9= 0 , siD; =0 il 'y a donc pas de terme (t£|a,£|s) ou (t£|5,£|a) dans W .

Il n'y a alors pas de couplage (U 2 U s) ou (U SU a) .
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2.3 Calcul des contraintes
De méme que €,0 peut étre décomposé en séries de Fourier suivant :
o=Y (M5af+Maf)
|
De la loi de Hooke 0 = Dg, on déduit :
[rosl@D; | —sinl@D;O0 . [inl@D; | coslOD;0O
0= Hosiont | —sinioD. ! *hini6 0L | cosi 0D F'
T coslfD; | —sinl6D, inl@ D3 | cosl@D,

Soit, en faisant apparaitre les matrices M'f et M'? :

1 04,0 (10,4, | D23
11 Yg2 a4 1 Ds
o= M?Y -----2~0 g+ OO0 &0
Z '8,4 1 D0 ' O D300 'H
| = D30 ob, 10,,0 0O
4.4 | 3 1 1 Y42
+ MR M+ O &+ ——---2200 g0
! Dé : 05,0 ! %2,4 i Dy [0 '@
D) 1 04,0 0,4 1 D3 O
En posant DS-—----"~[et D2 =F-=f*--=-0, on en déduit les parties symétrique et
P %2,4 ' D, O D5 | 05,0 P ymetnd

antisymétrique de la contrainte relative & I'harmonique | :

i = D% +D%jf =D°B,uj +DB, uf

U éq 2.3-1
Fof = -D%; + D%  =-D?B,u; +D°B, uf

Remarque :

Dans le cas de l'orthotropie par rapport a Oz, on a D2 =0 et [éq 2.1-1] se réduit a :
= D% uf

o7 =D°Buf

C’est-a-dire que si les déplacements sont symétriques (ou antisymétriques), les contraintes le sont
aussi.
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3 Calcul de la matrice de rigidite

3.1 Cas général

Soient U et € deux champs cinématiqguement admissibles quelconques. En appliquant le principe des
travaux virtuels a I'élément de volume V, on peut écrire :

{(tée. a)dv ={(tm. ) av

Aprés décomposition en série de Fourier et intégration par rapport & 8, on obtient, pour des champs

f:,s,z‘,‘,a,u,s,u,a C.A. quelconques et pour toute harmonique | :
[(tog. of +'0g. o )ds, = [ (1. £+ &f. 12
S S
Soit, en utilisant [éq 2.3-1] et en posant :
K? :ItB|DSB| ds,
S

K|a :ItB|DSB| dS| = K|S = K|

S

K :ItB|DaB| ds,

Si

On obtient le systéme d’équations suivant :

BK w +K®uf = f°

éq 3-1
Kfup +Kpuf = f2

ou th‘s = —K,as on voit que si D, #0, le découplage des modes en harmoniques symétriques et
antisymétriques n’est plus possible. Par contre, si Dy =0 (orthotropie par rapport a Oz) alors

K =0 et [éq 3-1] se réduit a :

S _ S
%ﬁ uy = fi
a_gfa
EKiup =1
En prenant pour vecteurs déplacement (resp. force) correspondant a 'lharmonique | les vecteurs :

— S S S a a a
uj _{UI"uZ’uQ’uI’ Uy ,Ue}l

f={65 0008 62 2 68
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Dans ce cas on a donc K = 0. On détaille dans la suite le calcul de K| =, ItB| D°B, ds
|

Dans la cas isotrope, on a :

M1 D2 D2 0! N
|
2 D1 D2 0 | . .
., D2 D2 DL 0 ! 0
D=D"= | 0
00 0 0 D3 0
0 D3 0
0 |
H ' 0 D3{
L= E(1-v)
avee T (1+v)(1-2v)
_ Ev
T (a+v)(2-2v)
D3_L
~2(1+v)
On peut écrire :
g O
% 0
e
(e, O . U, Uy AU, du, dup du. au, ou
0% O=Bfs0=8 g b Yo P Mz Mo P O Mol
YO Q.0 gr r r o o o od oL o[
ol EFIE
0
nZzIn
<«—fcts de forme-» <€—dérivées des fcts de forme»
0 0 0!10 0!00 0(C
Do 0o oioo oio 1 ob
0 ! ! 0
Bll_m 0 -110 0 0100 0O
avee B1= 0y 0 o0tlo1 0!10 oF
[l | | U
OO 0o -1i0 0 1310 0 0O
0 ' ' 0
0 | o0loo0 0l0o0 1f
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En désignant par {WJ} les fonctions de forme de I'élément considéré, on a :

J=lan

EluTrS N W noeud J N

o' oo = 0 0 O

oY, o O r O

Oy O U 0 W_-] 0 O

o OO r

u O 0

=6 g O W,

Oro 0. 0 o g U

0 0 r U

Sdim O % 0 0 00

oo O o (J)D

u, 0 O ) "y
U:E'WE:% 0 0 Z(J)E

00 o o M ()7

Og O O or h o O

02 o 0o ow, [h O

o By 0 0 0o

Oz 8 2 W, £ 0B

O BD 0 5 0 .

fl_'IZ

Ogz O S 0 0 oW, B

O - &
&QD H bloc P, H
0dz O

Py ) ot N estle nombre de nceuds de I'élément.

on note (P) = (Pl,

Alors Ky = [ P! B, D B, P ds,
|

1,J
K| est symétrique et formée de blocs (K,) 3x3:

(k) =], '} O 8 Py o
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1,J L
Le calcul des blocs (K|) est explicité ci-dessous :

Op1+1°D3 0 -I(D1+D3) D2 0 ID3 0 D2 o0UO
B 0 12D3 0 0 0 0 0 O ID?E
ELI(D1+ D3) 0 I°D1+D3 -ID2 0 -D3 0 -ID2 O B
0 D2 0 -1D2 DL 0 0 0 D2 0
8 DB =g 0 0 0 0 D3 0 D3 0 0g
O ID3 0 - D3 0 0 D3 0 0 00O
50 0 0 0 D3 0 D3 0 0f
0 D2 0 -1D2 D2 0 0 0 DI 00O
E 0 ID3 0 O 0 0 0 O 03%

1,J 1,J 1,J
1] 0 11 K12 K13 B
3x3 ]

'p,'B, DB, P, :(K'
1,J 1,J
%31 Kss™  Kas E

ij

EKI,J —DD1+|2D3%NW +D10W| oW, +D3é\N, aw,  D2Q oW, W oW,
o+ o 2 g o o oo o r QO Yoo
§<"J - D3R, v, 4 pa 2 My M AWy
. 22 _Drz DI J o or o
U 2
HD1+D3D OW; W, W D3] OW; Jw

k) = W +D3§;W' AL J@__Q/\/ AN 'W@
0® "o 2 g o o  a o r Ot o oo
. 1,d oW, oW, oW, oW; D2 =~ W,
Kis® =D275 5 P4 D3T R W
%<I,J :D3éW' M +D2dW' oW, +2W oW,
o2 o o oo o r ) o
g(u I I ow, I oW,

13 = —r—Z(D1+D3)W|WJ — D2Wy ==+ D3W, — =
0

1.3 I I ow; | oW,
§<31 =—r—2(D1+D3)W|WJ = D2W, — =+ D3W, —
0
Ky’ =L pp My + L pgw, 2
DZS rd o o

= Lpow, Mo LMy,

32 r Vo x o
0
B

Les blocs K'*? ne sont pas symétriques sauf pour | = J (sur la diagonale de K). On remarque en

fait que les blocs K 1 peuvent s'écrire pour tout harmonique (I =0 compris).

Manuel de Référence Fascicule R3.06 : Eléments mécaniques et thermiques pour les milieux continus HI-75/00/006/A



COd e_ASter : Version 5.0

Titre : Eléments de Fourier pour les structures axisymétriques Date : 21/12/00
Auteur(s) : X. DESROCHES Clé: R3.06.04-A Page: 11/12

D3
10 _ nld
Elr(ll = K03 +|2r_2WIW.]

U

D3
Ef<2|2’J = K0z  +1* = W,W,
0 r

D1
J_wald 12
33° = KOgy' +1 r_2W|WJ

O 1.3 1.3
Kiz™ = KO3

13 _ ol
21 = K0y

O _ 1,3

Kig™ = -1KOg3
13 _ 1,3
31 = —1 KO3y
13 _ 1.3
23 = —1KO0
1J_ 1.3

s = -1 K033

[l

[

L

ou les blocs KO"J sont indépendants de I'harmonique | .

4 Chargements

On suppose que le chargement a été décomposé suivant la méme base que les déplacements, soit :

(o]

I ad inl O 4
osl@ 0 0. %ln 6 _ 0 0.0
cosl@ F +0 sinl@ 0

M
|=o@ 0 _Sin|QH H 0 cosIBE H

Il n'y a pas couplage pour une méme harmonique entre les parties symétrique et antisymétrique du
chargement du fait de I'orthogonalité des fonctions trigonométriques Sinl@ et cosl@, ceci pour tous

les types de chargement. Ceci veut dire en particulier que les forces nodales équivalentes sont les

f =

mémes pour les harmoniques symétrique et antisymétrique si les amplitudes F|S et F|a sont les
mémes.

Pour la nature des chargements admissibles avec la modélisation Fourier, on renvoie a la notice
d'utilisation [U1.01.07].
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5 Conclusion et Perspectives

Actuellement, on suppose que la décomposition du chargement a été faite au préalable par I'utilisateur,
c'est-a-dire que {F,s, F,a} 150 est connu. Cette décomposition pourrait étre réalisée par un opérateur

du Code_Aster qui projetterait le chargement sur les modes de Fourier.

Pour linstant, seul le cas non anisotrope est implanté, c'est-a-dire qu'il 'y a jamais couplage des
modes. L’extension a I'anisotropie peut constituer un développement ultérieur.
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