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Eléments finis de joint en 2D plan 
 
 
 
 
 
Résumé : 
 
Description de l’élément fini de joint 2D plan permettant de modéliser la création d’une fissure le long d’un 
chemin prédéterminé. 
Présentation de la géométrie, définition du saut de déplacement dans l’élément, changement de repère : local à 
l’élément / global, calcul des efforts intérieurs ainsi que de la matrice tangente. 
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1 Géométrie 
 

L’élément de joint est un quadrangle à quatre nœuds (QUAD4) avec deux petits côtés et deux grands 
ce qui permet de définir un repère local à l’élément : n  est un vecteur unitaire normal à un grand côté 
et t  un vecteur tangent à celui-ci. 
La numérotation locale des nœuds doit se faire obligatoirement comme sur la [Figure 1-a], le côté [1,2] 
doit correspondre à un grand côté.  
L’option MODI_MAILLAGE mots clé ORIE_CONTACT initialement développé pour les éléments de 
contacts permet d’imposer cette numérotation. 
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Figure 1-a : Elément de joint 
 

L’élément de joint possède deux points de Gauss positionnés comme sur le SEG2 de référence :  
Le premier PG1 en - 3/3  et le second PG2 en 3/3  sur le segment [-1,1] avec pour poids 1 
chacun. 

 
 
 

2 Changement de repère 
 

Pour pouvoir passer du repère global ( )YX,  au repère local à l’élément ( )tn,  nous introduisons la 
matrice de rotation R . Cette matrice appliquée à un vecteur exprimé dans le repère global donne son 
expression dans le repère local. 

 









−

=
αα
αα

cossin
sincos

R    où α  est l’angle entre les deux repères. 

 

on a  l
xx

l
yy 1212 sincos et −−=α−=α  

 
avec 12=l   et  ( )11, yx  et ( )22 , yx  les coordonnées des nœuds 1 et 2. 
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3 Saut de déplacement dans l’élément 
 

Notons ),( iii vu=U  et ),( loc
i

loc
i

loc
i vu=U  les déplacements au nœud i  respectivement dans le 

repère global ( )YX,  et dans le repère local ( )tn, . 
 

Avec le changement de repère on a : i
loc
i RUU =  

 
On défini les sauts de déplacement normal et tangent dans l’élément sur chacun des points de Gauss 
à partir des composantes du déplacement des quatre nœuds dans le repère local : 
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avec g=1,2 la liste des points de Gauss et C1 et C2 les coefficients : 
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On peut réécrire le saut sous forme matricielle : 

 

[ ] [ ]
[ ]

loc
gg

t

g
ng

U

U
DBU =










=          éq 3-1 

 

avec Tloclocloclocloc vuvu ),,...,,( 4411=D  
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4 Efforts intérieurs 
 

Soit R~  la matrice 88×  qui permet d’exprimer les composantes du déplacement aux quatre nœuds 

dans le repère local : Tloclocloclocloc vuvu ),,...,,( 4411=D  à partir des composantes du déplacement 

aux quatre nœuds dans le repère global : Tvuvu ),,...,,( 4411=D . 
 

On a  DRD ~=loc   avec  
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où R  est la matrice 22×  de changement de repère définie en 2) et O  la matrice 22×  nulle. 

 
 

Les efforts intérieurs dans l’élément de joint sont définis par un vecteur à huit composantes noté intF  
et vérifiant la relation : 

 

int.FDδδ =SE  
 

où [ ] dlES )(Κ
]2,1[

U∫=  est l’énergie dans l’élément de joint. 

(voir doc. de la loi de comportement Barenblatt [R7.02.11]). 
 

on a : 
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dlloc∫= ]2,1[
DBδσ  d’après la définition de σ  (doc. [R7.02.11]) et d’après [éq 3-1]. 

dl∫= ]2,1[
~ DRB δσ  puisque DRD ~=loc  

dlTT∫= ]2,1[
~ DBR δσ  

 
 

On en déduit les efforts intérieurs :  

∫= ]2,1[int
~ dlBRF TT σ           éq 4-1 

 
on peut évaluer cette intégrale : 
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5 Matrice tangente 
 

Le terme qu’il faut calculer dans la matrice tangente est la dérivée des efforts intérieurs par rapport 
aux déplacements (matrice 88× ). 

 

Les efforts intérieurs sont donnés par : [ ]∫= 2,1int
~ dlTT σBRF   
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comme [ ] DRBBDU ~== loc   alors  
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et on obtient :  
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que l’on peut évaluer : [ ]∑
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